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Re´sume´
In the 80’s, Brylinski-Kashiwara and Beilinson-Bernstein proved that flag varieties over
C are D-affine. We show an analogous of this theorem for arithmetic D-modules (in the
sense of Berthelot) over flag varieties defined over the formal spectrum of a complete
discrete valuation ring of inequal characteristics.
Dans les anne´es 80, Brylinski-Kashiwara et Beilinson-Bernstein ont de´montre´ que les
varie´te´s de drapeaux sur C sont D-affines. Nous montrons un analogue de ce the´ore`me
pour les D-modules arithme´tiques (au sens de Berthelot) sur les varie´te´s de drapeaux sur
le spectre formel d’un anneau de valuation discre`te complet d’ine´gales caracte´ristiques.
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Introduction
Soit V un anneau de valuation discre`te, d’ine´gales caracte´ristiques (0, p). On conside`re ici
les deux situations suivantes :
1- S = specV , le spectre de V , X est un S-sche´ma noetherien,
2- S = Spf V , le spectre formel de V , X un sche´ma formel noetherien sur S.
Soit A un faisceau cohe´rent de OX -modules (resp. un faisceau cohe´rent de OX -modules). Un
A-module sur le sche´ma X sera dit quasi-cohe´rent s’il est un OX-module quasi-cohe´rent. On
dit que X (resp. X ) est A-affine si les deux proprie´te´s suivantes sont ve´rifie´es :
(i) Pour tout A-module quasi-cohe´rent M sur X (resp. tout A-module cohe´rent sur X ) et
tout n ≥ 1 on a les e´galite´s Hn(X,M) = 0 (resp. Hn(X ,M) = 0).
(ii) Le foncteur Γ e´tablit une e´quivalence de cate´gories entre la cate´gorie des A-modules
quasi-cohe´rents (resp. des A-modules cohe´rents) et la cate´gorie des Γ(X,A)-modules
(resp. des Γ(X ,A)-modules de type fini).
Un e´nonce´ important de la the´orie des groupes est le the´ore`me de Beilinson-Bernstein :
soit G un groupe semi-simple sur C, X la varie´te´ de drapeaux de G, DX le faisceau des
ope´rateurs diffe´rentiels sur X , alors X est DX -affine. On se propose de donner ici un analogue
arithme´tique de cet e´nonce´, dans la situation qui suit. Soit G un groupe semi-simple sur S,
ρ la demi-somme des racines positives de G, P un sous-groupe parabolique de G, X = G/P ,
qu’on suppose de´fini sur S, X le sche´ma formel obtenu en comple´tant X le long de la fibre
spe´ciale de S. Ce sche´ma est lisse et on peut s’inte´resser au faisceau des ope´rateurs diffe´rentiels
arithme´tiques sur X construit par Berthelot, que nous noterons D†X ,Q. On montre alors que
X est D†X ,Q-affine. Plus ge´ne´ralement, X est D
†
X ,Q(λ)-affine pour tout poids λ tel que λ + ρ
est dominant et re´gulier, le faisceau D†X ,Q(λ) de´signant le faisceau des ope´rateurs diffe´rentiels
arithme´tiques a` valeurs dans OX (λ).
En caracte´ristique 0, pour le faisceau D(λ) tel que λ+ρ est re´gulier, le re´sultat est de´montre´
inde´pendamment par Beilinson-Bernstein ([BB81]) et par Brylinski-Kashiwara ([BK80]) et
joue un roˆle essentiel dans la de´monstration de la conjecture de multiplicite´ de Kazhdan-
Lusztig ([KL79]).
En caracte´ristique p > 0, Haastert a montre´ que cet e´nonce´ d’affinite´ e´tait ve´rifie´ pour
les espaces projectifs, ainsi que pour la varie´te´ de drapeaux de SL3 ([Haa87]). En revanche,
Kashiwara-Lauritzen ont donne´ un contre-exemple a` cet e´nonce´, pour le faisceau usuel D
([KL02]) et pour la grassmanienne des sous-espaces vectoriels de dimension 2 d’un espace
de dimension 5. Enfin, Bezrukavnikov, Mirkovic, Rumynin ont montre´ (3.2 de [BMR04]) un
analogue de ce re´sultat d’affinite´ en passant a` la cate´gorie de´rive´e borne´e des D(0)-modules
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cohe´rents sur X (i.e. les ope´rateurs diffe´rentiels sans puissances divise´es) et sous la condition
que p soit strictement plus grand que le nombre de Coxeter de G.
En caracte´ristique mixte, le re´sultat a e´te´ montre´ pour les espaces projectifs ([Huy97]).
Dans ce cas, on utilise de fac¸on cruciale le fait que le faisceau tangent est tre`s ample, ce qui
caracte´rise l’espace projectif. Le point cle´ pour les varie´te´s de drapeaux est que la cate´gorie
des D†X ,Q-modules cohe´rents est engendre´e par les modules induits (i.e. du type D
†
X ,Q ⊗OX E
ou` E est un OX -module cohe´rent). On utilise cette proprie´te´ pour montrer que si le re´sultat
de D-affinite´ est vrai alge´briquement, pour le faisceau DXK , alors il est vrai pour le faisceau
D†X ,Q sur le sche´ma formel X (the´ore`me 2.1).
Nous n’aborderons pas ici l’aspect localisation de Lie(G)-modules (ou plutoˆt des modules
sur la comple´tion faible de Lie(G)), qui est bien entendu sous-jacent et fera l’objet d’un article
ulte´rieur.
1 Notations-Rappels
1.1 Notations
Dans toute la suite, on note K le corps des fractions de V , π une uniformisante et k le
corps re´siduel de V . Soit G un groupe semi-simple sur S, P un sous-groupe parabolique de G,
X = G/P , X le sche´ma formel associe´ par comple´tion a` X.
D’une fac¸on ge´ne´rale, si Z est un S-sche´ma, la lettre cursive Z de´signera le sche´ma formel
obtenu en comple´tant Z le long de l’ide´al π, Zk la fibre spe´ciale Zk = spec k×SZ et ZK la fibre
ge´ne´rique ZK = specK ×S Z. On posera iZ l’immersion ferme´e Zk →֒ Z et jZ l’immersion
ouverte ZK → Z (on omettra e´ventuellement le Z dans les notations quand le contexte sera
clair). On notera aussi
Zi = Z ×S spec (S/π
i+1S).
Pour un faisceau E sur un S-sche´ma Z, on notera Ek = i
∗E et EK = j
∗E .
1.2 Coefficients p-adiques
Fixons un entier m. Si ki ∈ N, on introduit qki le quotient de la division euclidienne de ki
par pm et pour un multi-indice k = (k1, . . . , kN ) on de´finit
qk! =
N∏
i=1
qki !.
Pour k ≤ l ∈ N, on pose {
l
k
}
=
qk!
qk!ql−k!
,
〈
l
k
〉
=
(
l
k
){
l
k
}−1
∈ Z(p),
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et pour des multi-indices k, l ∈ NN , tels que k ≤ l (i.e. ki ≤ li pour tout 1 ≤ i ≤ N),
〈
l
k
〉
=
N∏
i=1
〈
li
ki
〉
.
On de´finit de fac¸on analogue les coefficients
{ l
k
}
et
( l
k
)
.
De´crivons maintenant les diffe´rents faisceaux d’ope´rateurs diffe´rentiels intervenant dans
cette situation.
1.3 Ope´rateurs diffe´rentiels arithme´tiques
Dans cette partie, X est un S-sche´ma formel lisse et X est son comple´te´ formel lelong
de l’ide´al engendre´ par π. On de´crit les diffe´rents faisceaux d’ope´rateurs diffe´rentiels en coor-
donne´es locales. Nous renvoyons a` [A. 67] et a` [Ber96] pour une de´finition intrinse`que de ces
faisceaux. Soit U un ouvert affine lisse de X, x1, . . . , xN une famille de coordonne´es locales
sur X, dx1, . . . , dxN une base de Ω
1
X(U), ∂1, . . . , ∂N la base duale de TX(U). Si ki ∈ N, on
note ∂
[ki]
i = ∂i/ki! et pour un multi-indice ∂
[k] =
∏N
i=1 ∂
[ki]
i . Alors on a la description suivante
([A. 67])
DX(U) =


∑
finies
ak∂
[k] | ak ∈ OX(U)

 .
Donnons maintenant une description des faisceaux d’ope´rateurs diffe´rentiels construits par
P. Berthelot.
Soit m ∈ N. P. Berthelot introduit les faisceaux D
(m)
X , ainsi que D̂
(m)
X , leur comple´te´
p-adique sur X . Notons
∂〈k〉(m) = qk!∂
[k].
On a alors les descriptions suivantes
D
(0)
X (U) =


∑
finies
ak∂
k | ak ∈ OX(U)

 ,
D
(m)
X (U) =


∑
finies
ak∂
〈k〉(m) | ak ∈ OX(U)

 .
Pour m = +∞, on retrouve le faisceau usuel DX . Les faisceaux D
(m)
X forment un syste`me
inductif, ainsi que leurs comple´te´s p-adiques D̂
(m)
X . On posera
D†X ,Q = lim−→
m
D̂
(m)
X ,Q.
Les faisceaux D
(m)
X sont a` sections noethe´riennes sur les ouverts affines, c’est donc aussi le
cas des faisceaux D̂
(m)
X ,Q, qui sont cohe´rents. On en de´duit, via un the´ore`me de platitude que
le faisceau D†X ,Q est cohe´rent.
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Plus pre´cise´ment, la structure de l’alge`bre gradue´e de D
(m)
X est de´crite en 1.3.7.3 de [Huy97]
en termes d’alge`bre syme´trique de niveau m du faisceau tangent.
Rappelons comment est construite l’alge`bre syme´trique de niveau m d’un OX -module
localement libre E (section 1 de [Huy97]).
1.4 Alge`bres syme´triques de niveau m.
Pour les de´finitions relatives aux m-PD-structures, on se reportera a` [Ber96]. Soit E un
OX -module localement libre. Le faisceau d’alge`bres syme´triques S(E
∨) est gradue´ et muni de
l’ide´al d’augmentation I(E∨) =
⊕
n≥1 Sn(E
∨). Par de´finition, Γ(m)(E
∨) est la m-PD-enveloppe
du couple (S(E∨), I(E∨)). Ce faisceau d’alge`bres est muni d’un m-PD-ide´al I, de´finissant une
m-PD-filtration et on de´finit
Γn(m)(E
∨) = Γ(m)(E
∨)/I
{n+1}
.
On pose enfin
S(m)(E) =
⋃
n
HomOX (Γ
n
(m)(E
∨),OX ),
qui est (1.3.3 de [Huy97]) un faisceau de OX -alge`bres commutatives gradue´es par
S(m)(E) =
⊕
n∈N
S(m)n (E), ou` S
(m)
n (E) = HomOX(I
{n}
/I
{n+1}
,OX).
Les modules S
(m)
n (E) sont localement libres de rang fini et le faisceau S(m)(E) est un faisceau
d’alge`bres localement noetheriennes. Ces constructions de´finissent des foncteurs contravariants
Γ(m) et covariants S
(m) de la cate´gorie des OX -modules localement libres vers la cate´gorie des
faisceaux d’alge`bres commutatives gradue´es.
Si y1, . . . yN sont une base locale de E sur un ouvert U de X, le faisceau Smn(E) admet
pour base sur U des e´le´ments
y〈k〉 = y
〈k1〉
1 y
〈k2〉
2 · · · y
〈kN 〉
N tels que |k| = n.
De plus ces e´le´ments ve´rifient
y〈k〉 · y〈l〉 =
〈
k + l
k
〉
y〈k+l〉.
Les alge`bres S(m)(E) ve´rifient les proprie´te´s usuelles des alge`bres syme´triques. Nous aurons
besoin de la proprie´te´ de de´vissage suivante (1.3.9 de [Huy97]). Soit 0 → E → F → G → 0
une suite exacte de OX -modules localement libres. On pose, pour 0 ≤ l ≤ k,
Λlk =
∑
i≥l
Im(S
(m)
i (E)⊗OX S
(m)
k−i)(F)→ S
(m)
k (F)).
Les modules Λlk forment une filtration de´croissante de S
(m)
k (F). Les modules Λ
0
k et Λ
k
k sont
isomorphes respectivement a` S
(m)
k (F) et S
(m)
k (E).
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Proposition 1.4.1. Pour tout l ≤ k, il existe des suites exactes de OX -modules
0→ Λl+1k → Λ
l
k → S
(m)
l (E)⊗OX S
(m)
k−l (G)→ 0.
L’inte´reˆt de cette construction pour nous est le re´sultat suivant (1.3.7.3 de [Huy97]).
Proposition 1.4.2. Il existe un isomorphisme canonique de faisceaux de OX -alge`bres
gradue´es
gr•D
(m)
X ≃ S
(m)(TX).
1.5 Ope´rateurs diffe´rentiels a` valeurs dans un faisceau inversible
Soit L un faisceau inversible sur X (resp. un faisceau inversible sur X ). On note ♯ l’un des
symboles (m) ou †
D
(m)
X (L) = L ⊗OX D
(m)
X ⊗OX L
−1, D♯X (L) = L ⊗OX D
♯
X ⊗OX L
−1 (resp. D̂
(m)
X (L)).
C’est le faisceau des ope´rateurs diffe´rentiels a` valeurs dans L. Si L est un faisceau inversible
sur X, on notera toujours L le OX -module localement libre de rang 1 obtenu en comple´tant
L le long de π.
Donnons maintenant quelques conside´rations sur les liens entre syste`me de racines de
Lie(G) et donne´e de racines de G.
1.6 Comparaison de syste`mes de racines.
Dans cette partie, on suppose que G est semi-simple de´ploye´. On pourra remplacer V par
Z si G est de´fini sur Z et un tore maximal est de´ploye´ sur Z. On peut alors introduire la
donne´e de racines de ce groupe alge´brique. On peut aussi conside´rer le syste`me de racines de
l’age`bre de Lie de G. On explique ici comment identifier ces donne´es (apre`s avoir tensorise´ par
K). Dans le cas complexe, ces re´sultats sont bien connus. Faute de re´fe´rence dans notre cas,
nous expliquons comment proce´der.
1.6.1 Donne´e de racines d’un groupe alge´brique et alge`bre de distributions
On note 1G l’e´le´ment neutre de G, 1G : specV →֒ G, ε l’application correspondante :
V [G] → V [G], iG : G → G l’application de passage a` l’inverse et σG : V [G] → V [G]
l’application correspondante. Soit T un tore maximal de´ploye´ fixe´ de G. La pre´sentation de
Jantzen ([Jan03]) est particulie`rement bien adapte´e a` notre cadre. L’alge`bre de groupe V [G]
se de´compose V [G] = V
⊕
I1 ou` I1 est l’ide´al d’augmentation de G, c’est-a`-dire le noyau du
morphisme ε. On pose alors
Lie(G) = HomV (I1/I
2
1 , V ).
Si G est lisse, on introduit TG le faisceau tangent du groupe G. La suite exacte des faisceaux
de formes diffe´rentielles applique´e a` l’immersion ferme´e 1G (voir par exemple chapitre II prop.
6
7 de [BLR90]) donne que J1/J
2
1 ≃ 1
∗
GΩ
1
G/V et en dualisant, cela donne que Lie(G) ≃ 1
∗
GTG, de
sorte que, si G est lisse, Lie(G) est un V -module libre de rang fini, dont la formation commute
aux changements de base. Le K-espace vectoriel Lie(G)K = Lie(G) ⊗V K est une alge`bre de
Lie sur K.
On introduit aussi
Dist(G)n = HomV (V [G]/I
n+1
1 , V )
et
Dist(G) = lim−→
n
Dist(G)n,
qui est une alge`bre (cf I 7. de [Jan03]). On peut montrer, mais cela ne nous sera pas utile ici,
que cette alge`bre co¨ıncide avec la fibre en 1G du faisceau des ope´rateurs diffe´rentiels D
(0)
G . Apre`s
extension de V a` K, cette alge`bre est l’alge`bre enveloppante de Lie(G)K . Le module Lie(G)
est canoniquement un sous-module de Dist(G) et cet homomorphisme est un homomorphisme
d’alge`bres de Lie apre`s extension des scalaires a` K.
Soient X(T ) le groupe des caracte`res de T (X(T ) = Hom(T,Gm)) et Y (T ) le groupe
des sous-groupes de rang 1 de T (Y (T ) = Hom(Gm, T )). Ce sont deux Z-modules libres
de rang fini et on dispose du crochet de dualite´ <,> : X(T ) × Y (T ) → Z. En effet, soient
(λ, µ) ∈ X(T )× Y (T ), alors λ ◦ µ de´finit un e´le´ment de HomGr(Gm,Gm) ≃ Z. A un e´le´ment
λ de X(T ), on associe un e´le´ment inversible de V [T ], que l’on notera aussi λ. Si M est un
T -module et λ ∈ X(T ), et si ∆m est l’application de co-module M → M ⊗V V [T ], on note
Mλ = {m ∈M |∆M (m) = m⊗ λ} . L’action par conjugaison de T sur Lie(G) note´e Ad se
de´compose comme d’habitude
Lie(G) = Lie(T )
⊕
α∈R
Lie(G)α.
Par de´finition, R ⊂ X(T ) est l’ensemble des racines de G. A chaque α, on associe un e´le´ment
α∨ de Y (T ). L’ensemble des e´le´ments α∨ est note´ R∨. Le quadruplet (X(T ), R, Y (T ), R∨)
associe´ a` la bijection R→ R∨ et a` l’accouplement <,>, constitue la donne´e de racines de G.
Comme G est semi-simple, le couple (R,X(T ) ⊗Z K) est un syste`me de racines sur le corps
K (cf chap. 6 de [Bou68]).
1.6.2 Syste`me de racines de l’alge`bre de Lie d’un groupe alge´brique
Soit λ ∈ X(T ). L’application tangente dλ de´finit une application Lie(T ) → Lie(Gm) et
donc un e´le´ment de Lie(T )∗, une fois fixe´e une coordonne´e t de Gm. De meˆme l’application
tangente d’un e´le´ment µ de Y (T ) est une application dµ : Lie(Gm) → Lie(T ). Apre`s avoir
identifie´ HomLie(Lie(Gm), Lie(T )) a` Lie(T ), on peut voir l’e´le´ment dµ comme un e´le´ment de
Lie(T ), ce que nous ferons dans la suite. On obtient un accouplement canonique 〈dλ, dµ〉 en
composant dλ ◦ dµ ∈ HomLie(Lie(Gm), Lie(Gm)) ≃ V . Par construction, on a, apre`s choix
d’une coordonne´e t surGm : 〈λ, µ〉 = 〈dλ, dµ〉 (car l’application tangente en t = 1 de t 7→ t
n est
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la multiplication par n). L’application X(T ) → Lie(T )∗ n’est pas injective en caracte´ristique
p > 0 (car le caracte`re t 7→ tp est envoye´ sur 0), mais apre`s tensorisation par K on a un
isomorphisme X(T )⊗Z K ≃ Lie(TK)
∗ (resp. X(T ) ⊗Z k ≃ Lie(Tk)
∗).
Soit α ∈ R, on lui associe dα ∈ Lie(T )∗, qu’on notera α∗. A la co-racine α
∨, on associe de
meˆme dα∨ ∈ Lie(T ), qu’on notera Hα ∈ Lie(T ). On note enfin R∗ = {α∗ |α ∈ R} ⊂ Lie(T )
∗
et R∨∗ = {Hα|α ∈ R} ⊂ Lie(T ).
On de´finit comme d’habitude sα :X(T )→ X(T ) par sα(λ) = λ−〈λ, α
∨〉α. Les applications
sα sont les re´flexions associe´es au syste`me de racines sur K (R,X(T ) ⊗Z K). On de´finit de
fac¸on analogue pour h ∈ Lie(T )∗, α ∈ R, σα∗(h) = h − 〈h, α
∨
∗ 〉α∗. On ve´rifie facilement
que les applications σα∗ sont des re´flexions. De plus, on a l’e´galite´, pour α, β ∈ R, σα∗(β∗) =
(sα(β))∗ de sorte que les re´flexions σα∗ pre´servent R∗. On identifie ainsi les syste`mes de racines
(R,X(T )⊗Z K) et (R∗, Lie(TK)
∗).
On remarquera enfin que si λ ∈ X(T ) et si H ∈ Lie(T ), alors dλ(H) = H(λ). C’est vrai
meˆme si le tore T n’est pas de´ploye´. Pour voir cela, on commence par se ramener au cas ou`
le tore est de´ploye´ apre`s une extension fide`lement plate de la base. On est alors ramene´ a`
montrer cette e´galite´ pour λ un caracte`re de Gm, or, dans ce cas, si λ(t) = t
n, et H = ∂1
de´finie par ∂1(f) = (∂f/∂t)(1), on a dλ(∂1) = ∂1(λ) = n.
Il nous reste maintenant a` ve´rifier que le syste`me de racines (R∗, Lie(TK)
∗) est le syste`me
de racines associe´ a` Lie(G), c’est-a`-dire que les racines ainsi obtenues sont celles donne´es par
la repre´sentation adjointe de Lie(T ) sur Lie(G). Cela fait l’objet de la sous-section suivante.
1.6.3 Comparaison des actions adjointes
L’action adjointe Ad de T sur Lie(G) induit une action adjointe ad de Lie(T ) sur Lie(G)
(I 7.11 de [Jan03]), et, si α ∈ R, l’action de H ∈ Lie(T ) sur v ∈ Lie(G)α est donne´e par
H(v) = H(α)v. Dans la suite, nous ve´rifions que cette action de Lie(T ) de´duite de l’action
de conjugaison par T est bien l’action adjointe induite par le crochet de Lie de Lie(G). C’est
classique sur le corps des nombres complexes mais nous n’avons pas trouve´ de re´ference sur une
base plus ge´ne´rale. En particulier, cette assertion est valable sur un corps k de caracte´ristique
p > 0 (dans ce cas, le lecteur identifiera V = k = K dans les notations). Pour ce faire, nous
utilisons des formules sur les alge`bres de distibutions cite´es dans [Jan03]. Nous en de´duirons
la description de l’action de Lie(T ) sur Lie(G) en vertu des injections Lie(T ) ⊂ Dist(T ),
Lie(G) ⊂ Dist(G) et Dist(T ) ⊂ Dist(G).
Si H ∈ Dist(G), on note σ′G(H) = H ◦ σG. En I 7.18 (formule (3)) de [Jan03], Jantzen
donne le calcul de l’action obtenue de Dist(T ) sur Dist(G). L’immersion diagonale T →֒
T × T de´finit sur Dist(T ) une co-multiplication ∆′T :Dist(T ) → Dist(T )⊗V Dist(T ) de´finie
par ∆′T (H) = 1 ⊗ H + H ⊗ 1. Pour des raisons de fonctorialite´, la co-multiplication sur
Dist(T ) (resp. σ′T ) est la restriction a` Dist(T ) de la co-multiplication sur Dist(G) (resp.
σ′G). Si ∆
′
G(H) =
∑
iHi ⊗ H
′
i, Jantzen e´tablit que ad(H)H
′ =
∑
iHiH
′σ′G(H
′
i) ∈ Dist(G).
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Comme H ∈ Dist(T ), on trouve ad(H)(H ′) = HH ′+H ′σ′T (H). Remarquons maintenant que
σ′T (H) = −H. En effet, apre`s extension fide`lement plate de la base, on se rame`ne au cas ou`
le tore T est de´ploye´, et finalement on est ramene´ au cas ou` T = Gm = spec (V [t, t
−1]). Dans
ce cas, Dist(T ) est libre de base ∂1 de´fini par ∂1(f) = (∂f/∂t)(1). On calcule alors
σ′T (∂1)(f) =
∂
(
f(t−1)
)
∂t
(1) =
(
−t−2
(
∂f
∂t
)
(t−1)
)
(1) = −∂1(f).
Finalement, cela montre que ad(H)(H ′) = [H,H ′], de sorte que la de´composition de Lie(G) =
Lie(T )
⊕
hα∈R
Lie(G)α est la de´composition de´finissant le syste`me de racines de Lie(GK).
Un corollaire de toutes ces ve´rifications est qu’on peut identifier le syste`me de racines
(R,X(TK)) utilise´ par Jantzen dans [Jan03] et le syste`me de racines (R∗, Lie(TK)). Il reste a`
choisir un syste`me de racines positifs. On remarquera que Kashiwara dans [Kas89] et Beilinson-
Bernstein dans [BB81] prennent la convention oppose´e. Nous adopterons ici la convention de
Beilinson-Bernstein (et de Jantzen) en imposant que les racines venant du groupe de Borel
constituent un syste`me de racines ne´gatives.
1.6.4 Poids dominants et re´guliers
Soit λ ∈ X(T ), on note L(λ) le faisceau inversible associe´ a` λ (I 5. de [Jan03]). Le caracte`re
λ induit un poids toujours note´ λ sur GK et sur Gk. Soient Vλ, resp. Kλ et resp. kλ les
repre´sentations de T , resp. TK et Tk associe´es a` λ. A ces repre´sentations, on associe les faisceaux
L(λ) sur X, resp. L(λk) sur Xk et L(λK) sur XK . Il re´sulte de I 5.17 de [Jan03] que i
∗L(λ) ≃
L(λk)) (resp. j
∗L(λ) ≃ L(λK)). D’autre part, le faisceau L(λ) est inversible sur X d’apre`s I
5.16 de [Jan03].
On rappelle les de´finitions suivantes (II 2.6 de [Jan03]).
De´finition 1.6.4.1. Un poids λ de GK est appele´ dominant (resp. re´gulier) si ∀α
∨ ∈ R∨, on
a 〈λ, α∨〉 ≥ 0 (resp. ∀α∨ ∈ R∨, on a 〈λ, α∨〉 > 0).
De fac¸on e´quivalente, λ est dominant si et seulement si le module de sections globales
H0(X,LK(λ)) 6= 0 et λ est re´gulier si et seulement si le faisceau LK(λ) est ample. Si λ est
dominant, H0(X,LK(λ)) est la repre´sentation irre´ductible de GK de plus haut poids λ (a`
isomorphisme pre`s). Nous aurons besoin d’une variante sur X du the´ore`me de Kempf (II 4.5
de [Jan03]).
Proposition 1.6.4.2. Si λ est dominant, alors ∀n ≥ 1, Hn(X,L(λ)) = 0.
Le re´sultat est classique pour L(λK) et L(λk) sur XK et Xk respectivement. Il re´sulte
du lemme pre´ce´dent que i∗L(λ) et j∗L(λ) sont acycliques pour le foncteur sections globales.
Comme la cohomologie commute a` la limite inductive sur un sche´ma noetherien, pour tout
n ∈ N, Hn(XK ,L(λK)) = K ⊗V H
n(X,L(λ)). Comme ces groupes sont nuls pour i ≥ 1,
on voit que les groupes Hn(X,L(λ)) sont de torsion et donc de torsion finie car ce sont des
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V -modules de type fini par les the´ore`me ge´ne´raux. La longue suite exacte de cohomologie
associe´e a` la suite exacte courte
0→ L(λ)
·π
→ L(λ)→ i∗L(λk)→ 0,
donne des surjections, pour tout n ≥ 1
·π : Hn(X,L(λ)) ։ Hn(X,L(λ)),
ce qui montre finalement que ces groupes sont nuls puisqu’ils sont de torsion finie.
1.7 Faisceau tangent sur un espace homoge`ne
On termine par le fait classique suivant.
Proposition 1.7.1. Le faisceau TX est engendre´ par ses sections globales.
L’action a` gauche de G sur X (resp. G) munit TX (resp. TG) d’une structure de G-module
e´quivariant (chapitre 1 de [MFK94]). En particulier, le groupe abe´lien Γ(G,TG) est un G-
module. Le module des de´rivations invariantes Γ(G,TG)
G s’identifie a` Lie(G) (II 4 6.5 de
[DG70]). La formation de ce module commute donc aux changements de base. D’apre`s II 4
6.3 de [DG70], on dispose d’une application canonique Lie(G)→ Γ(X,TX). On en de´duit une
application canonique u : OX ⊗V Γ(G,TG)G → TX .
Dans le cas ou` la base est un corps alge´briquement clos, il est bien connu que u est surjectif
et cela re´sulte du fait que l’action de G sur X est transitive. Rappelons la de´monstration dans
ce cas. Supposons maintenant que S = spec l ou` l est un corps alge´briquement clos. Notons
e = 1GP , la fibre i
∗
eTX est un quotient de Lie(G) d’apre`s II 4.2 de [Jan03]. Il suffit de montrer
que u est surjectif au-dessus des points ferme´s d’apre`s le lemme de Nakayama. Soit x ∈ X(l),
alors il existe g ∈ G(l) tel que x = gP . On dispose alors d’ope´rateurs de translation λg :
k(x) = l ≃ k(e) = l et ρg : i
∗
xTX ≃ i
∗
eTX , semi-line´aires par rapport aux λg tels que le
diagramme suivant soit commutatif
Γ(G,TG)
G
u(x) // i∗xTX
ρg≀

Γ(G,TG)
G
u(e) // // i∗eTX .
Cela montre que u(x) est surjectif et donc finalement que u est surjectif. Sur une base S
ge´ne´rale, il suffit de montrer la surjectivite´ de u en tout point ferme´ s de S, d’apre`s le lemme
de Nakayama. Soient is l’immersion ferme´e correspondante a` s, k(s) le corps re´siduel de s et l
une cloˆture alge´brique de k(s). Apre`s application de i∗s, l’application u donne une application
us : OXs⊗k(s)Γ(Gs,TGs)
Gs → TXs . Apre`s extension des scalaires a` l, cette fle`che est surjective
d’apre`s ce qui pre´ce`de. Par fide`le platitude de l sur k(s), la fle`che us est surjective et donc u
est surjectif.
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Dans la sous-section suivante, on explique pourquoi il suffit de montrer le the´ore`me de
Beilinson-Bernstein apre`s extension fide`lement plate de la base.
1.8 Changements de base fide`lement plats
Dans cette sous-section,X est un sche´ma lisse sur S, dont le comple´te´ formel est X . Soit DX
l’un des faisceaux D̂
(m)
X ,Q pour un certain m ou D
†
X ,Q. Soient V
′ un anneau de valuation discre`te
d’ine´gales caracte´ristiques 0, p, qui est une V -alge`bre finie fide`lement plate, S′ = specV ′,
X ′ = X ×S S
′, S ′ = Spf V ′, X ′ = S ′ ×S X . On dispose alors de la proposition suivante
Proposition 1.8.1. Si X ′ est DX ′-affine, alors X est DX -affine (resp. si X
′ est DX′-affine,
alors X est DX-affine).
De´monstration. SoitM un DX -module cohe´rent. Il suffit de montrer qu’il est acyclique pour le
foncteur Γ et engendre´ par ses sections globales comme DX -module. Le DX ′-module V
′⊗V M
est cohe´rent, donc acyclique pour le foncteur Γ et engendre´ par ses sections globales. De plus,
par platitude du morphisme V → V ′, on a pour tout n ≥ 0,
Hn(X ′, V ′ ⊗V M) = V
′ ⊗V H
n(X ,M),
de sorte que ∀n ≥ 1, les groupes Hn(X ,M) sont nuls. De fac¸on analogue, on a une surjection
D†X ′ ⊗Γ(X ′,D†
X′
)
Γ(X , V ′ ⊗V M)։ V
′ ⊗V M,
dont on de´duit que M est engendre´ par ses sections globales par fide`le platitude de V ′ sur
V .
Remarque. On donnera une re´ciproque a` cet e´nonce´ en 2.3.2 en supposant seulement que
V → V ′ est fini et plat, pour les espaces homoge`nes, et plus ge´ne´ralement les sche´mas ve´rifiant
l’hypothe`se (H) de 2.
Passons maintenant a` la de´monstration du the´ore`me principal.
2 Un crite`re pour passer du cas alge´brique au cas formel
Le the´ore`me d’annulation va provenir d’un e´nonce´ plus ge´ne´ral sur des sche´mas projectifs
sur S, sur lesquels le faisceau structural est acyclique et dont le faisceau tangent est engendre´
par ses sections globales. Il s’agit de donner un crite`re pour passer d’un e´nonce´ d’acyclicite´
pour les D-modules sur un sche´ma projectif lisse XK sur un corps p-adique a` un tel e´nonce´
d’acyclicite´ pour les D†X ,Q-modules cohe´rents sur le comple´te´ formel d’un mode`le entier de
XK . Dans cette partie, on suppose que X est un sche´ma projectif lisse ve´rifiant les hypothe`ses
suivantes (H) :
(i) Le faisceau OX est acyclique pour le foncteur Γ.
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(ii) Le faisceau tangent TX est engendre´ par ses sections globales.
Soit L un faisceau inversible sur X. On note encore L le faisceau inversible obtenu a` partir
de L sur la comple´tion formelle X de X et pour n’importe quel symbole ♯ e´gal a` (m) ou †, on
introduit comme en 1.5 le faisceau des ope´rateurs diffe´rentiels D♯X (L) a` valeurs dans L de´fini
par D♯X (L) = L ⊗OX D
♯
X ⊗OX L
−1.
L’un des points clefs de la de´monstration consiste a` avoir un re´sultat de finitude de la
torsion des groupesHn(X,D
(m)
X (s)) pour s ∈ Z fixe´ et n ≥ 1. Pour cela on utilise les techniques
de [Huy97] et les techniques de Kashiwara expose´es en 1.4 de [Kas89]. L’ide´e consiste a` donner
un crite`re analogue a` celui de Kashiwara, a` torsion finie pre`s.
Fixons maintenant un faisceau ample inversible OX(1) sur X. Tout OX -module cohe´rent
est quotient d’un faisceau du type OX(−r)
a, avec a, r ∈ N. De plus, il existe U ∈ N, tel que
pour tout u ≥ U , le faisceau OX(u) est engendre´ par ses sections globales au sens ou` la fle`che
suivante est surjective
OX ⊗V Γ(X,OX (u))։ OX(u),
et est acyclique pour le foncteur Γ.
Ces proprie´te´s ainsi que les proprie´te´s cohomologiques du faisceau structural OX seront
essentielles dans ce qui suit. Si E est un OX -module, E(s) pour s ∈ Z de´signe
E(s) = E ⊗OX (OX(1))
⊗s.
Soit L un OX -module localement libre de rang 1 (induisant L sur XK et L sur X ). L’objet
de cette section est de montrer le the´ore`me suivant.
The´ore`me 2.1. Soit X un sche´ma lisse ve´rifiant les hypothe`ses (H), X le sche´ma formel
associe´, on a l’e´nonce´ suivant : si XK est DXK -affine (resp. DXK (L)-affine), alors X est
D†X ,Q-affine (resp. D
†
X ,Q(L)-affine).
Ce the´ore`me sera de´montre´ en 2.3.5 et en 2.3.7. On montrera aussi que les hypothe`ses
entraˆınent que X est D̂
(m)
X ,Q-affine pour tout entier m. Pour un m fixe´, la de´monstration repose
sur la structure de l’alge`bre gradue´e gr•D
(m)
X et sur les re´sultats classiques de la cohomologie
des faisceaux cohe´rents sur un sche´ma projectif. On remarquera que si L est un OX -module
inversible,
gr•D
(m)
X (L) ≃ L⊗OX gr•D
(m)
X ⊗OX L
−1,
et donc gr•D
(m)
X (L) ≃ gr•D
(m)
X puisque l’alge`bre gradue´e gr•D
(m)
X est commutative. Graˆce a`
cette remarque, le lecteur se rendra compte que la de´monstration du the´ore`me est la meˆme
dans le cas de D̂
(m)
X ,Q (resp. D
†
X ,Q) et de D̂
(m)
X ,Q(L) (resp. D
†
X ,Q(L)). Pour e´viter d’alourdir les
notations, nous ferons la de´monstration pour le cas de D̂
(m)
X ,Q (resp. D
†
X ,Q).
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2.2 Re´sultats a` un niveau fini
Dans cette partie, m est fixe´. Le premier re´sultat consiste a` e´tablir que siM est un D
(m)
X -
module cohe´rent, alors M(r) est acyclique pour le foncteur Γ(X, .) pourvu que r soit assez
grand. Ce re´sultat repose sur un re´sultat analogue pour les modules sur l’alge`bre gradue´e
gr•D
(m)
X et pour les OX -modules. Pour l’alge`bre gradue´e gr•D
(m)
X , nous avons en effet la
proposition suivante.
Proposition 2.2.1. Il existe r0 ∈ N tel que ∀r ≥ r0,∀n ≥ 1, H
n(X, gr•D
(m)
X (r)) = 0.
En particulier, pour tous r ≥ r0, n ≥ 1, t ≥ 0, les groupes H
n(X, grtD
(m)
X (r)) sont nuls.
De´monstration. D’apre`s (H), il existe une surjection OaX → TX , d’ou` on de´duit (1.4.1) un
morphisme surjectif de faisceaux cohe´rents d’alge`bres gradue´es
C = S(m)(OaX )։ S
(m)(TX),
et cette dernie`re alge`bre gradue´e s’identifie a` l’alge`bre gradue´e gr•D
(m)
X (1.4.2). Il suffit donc
de montrer l’assertion pour un C-module cohe´rent E . Comme X est noetherien, et E est un
OX -module quasi-cohe´rent, E est limite inductive de ses sous OX -modules cohe´rents Ei pour
i ∈ I. Comme E est un C-module cohe´rent et que le faisceau d’alge`bres C est a` sections
noetheriennes sur les ouverts affines, il existe une surjection C-line´aire
C ⊗OX Ei ։ E ,
et donc une surjection C-line´aire
C(s0)
a0
։ E ,
avec a0 ∈ N et s0 ∈ Z. Si E est gradue´, on peut faire en sorte que la surjection soit gradue´e
mais cela ne sera pas important ici. Finalement, on peut construire ainsi de proche en proche,
une re´solution de longueur N + 1 de E par des C-modules cohe´rents, du type suivant
0→ F → EN−1 → . . . E1 → E0 → 0
avec
Ei = C(si)
ai ,
pour 0 ≤ i ≤ N − 1, ai ∈ N, si ∈ Z. Tensorisons cette re´solution par OX(r) avec r ≥ r0 =
max{U,U − si}0≤i≤N−1. Les termes d’indice 0, . . . , N −1 de cette re´solution sont des modules
du type C(r + si)
ai . Ces modules sont sommes directes de composantes homoge`nes du type
OX(r+ si)
bi . D’apre`s notre choix de r0 et de U , ces modules sont acycliques pour le foncteur
Γ(X, .). On utilise alors l’e´nonce´ suivant : si un C-module cohe´rent E admet une re´solution de
longueur ≥ N + 1,
0→ F → EN−1 → . . . E1 → E0 → 0,
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par des C-modules cohe´rents, telle que pour un entier 0 ≤ i ≤ N − 1, les modules E0, E1, . . . , Ei
sont acycliques pour le foncteur Γ(X, .), alors, pour tout N − i ≤ n ≤ N , Hn(X, E) = 0. En
effet, on dispose d’une suite spectrale bi-re´gulie`re associe´e a` cette re´solution
Hj(X, Et) =⇒ H
j−t(X, E),
et, par hypothe`se, pour n ≥ N − i, les seuls termes Hj(X, Et) intervenant dans le gradue´ de
la filtration sur Hn(X, E) vont correspondre a` des valeurs de t ≤ i et j ≥ 1, pour lesquelles
les groupes Hj−t(X, E) sont nuls. Si bien que l’aboutissement Hn(X, E) est e´gal a` 0 pour
N − i ≤ n ≤ N .
On en de´duit le corollaire
Corollaire 2.2.2. (i) ∀r ≥ r0,∀n ≥ 1,∀t ≥ 0, H
n(X,D
(m)
X,t (r)) = 0,
(ii) ∀r ≥ r0,∀n ≥ 1, H
n(X,D
(m)
X (r)) = 0,
(iii) Pour tout D
(m)
X -module cohe´rent M, il existe r1 ∈ N, tel que ∀r ≥ r1, ∀n ≥ 1,
Hn(X,M(r)) = 0.
De´monstration. Le (ii) re´sulte du (i) par passage a` la limite inductive. On montre le (i) par
re´currence sur t. Pour t = 0, D
(m)
X,0(r) = OX(r), qui est acyclique pour le foncteur Γ car
r ≥ r0 ≥ U . Pour tout t ≥ 1, et tout r ≥ r0, on dispose de suites exactes courtes
0→ D
(m)
X,t−1(r)→ D
(m)
X,t (r)→ grtD
(m)
X (r)→ 0.
Comme le faisceau grtD
(m)
X (r) est acyclique pour Γ d’apre`s la proposition pre´ce´dente, on voit
par re´currence sur t qu’il en est de meˆme pour les faisceaux D
(m)
X,t (r) apre`s application de la
suite exacte longue de cohomologie pour Γ.
Pour le (iii), on remarque, en proce´dant comme en 2.2.1, que M admet une re´solution du
type suivant
0→ EN → EN−1 → . . . E1 → E0 → 0
avec
Ei = D
(m)
X (si)
ai ,
pour 0 ≤ i ≤ N − 1 et si ∈ Z. Tensorisons cette re´solution par OX(r1) avec r1 = max{r0 +
si}0≤i≤N−1. On voit que le (iii) re´sulte du (ii) en utilisant le meˆme argument de suite spectrale
qu’en 2.2.1.
Dans la suite de cette sous-section, on se place sous les hypothe`ses du the´ore`me et on
suppose que XK est DXK -affine.
Le point cle´ de la de´monstration est le re´sultat suivant, qui concerne la cohomologie des
faisceaux D
(m)
X (s) pour s ∈ Z.
Proposition 2.2.3. Soit s ∈ Z. Alors ∀n ≥ 1, Hn(X,D
(m)
X (s)) est un groupe de torsion finie.
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De´monstration. Le faisceau D
(m)
X,Q(s) est un DXK -module cohe´rent, donc pour n ≥ 1 les
groupes Hn(XK ,D
(m)
X,Q(s)) sont nuls par hypothe`se, et sont e´gaux a` H
n(X,D
(m)
X (s))⊗V K, par
commutation de la cohomologie a` la limite inductive, de sorte que les groupes Hn(X,D
(m)
X (s))
sont de torsion pour n ≥ 1. Pour voir que la torsion est finie, on s’inspire des arguments de
1.4 [Kas89].
Fixons u ≥ max{r0 − s, U}. Commenc¸ons par remarquer qu’on a une section τ˜ , DX,Q-
line´aire a` gauche, a` la surjection canonique σ˜
DX,Q ⊗OXK OXK (−u)⊗K Γ(X,OX(u))
σ˜ // // DX,Q.
τ˜
oo_ _ _
On part en effet de la surjection canonique
DX,Q ⊗K Γ(XK ,OXK (u))։ DX,Q ⊗OXK OXK (u).
Comme le foncteur Γ est exact sur la cate´gorie des DX,Q-modules cohe´rents, on trouve une
surjection
Γ(X,DX,Q(−u))⊗K Γ(X,OXK (u))։ Γ(X,DX,Q),
dont on trouve une section τ˜ , DX,Q-line´aire a` gauche, en relevant 1 ∈ Γ(X,DX,Q). Observons
maintenant qu’il existe i ∈ N tel que πiτ˜(1) ∈ Γ(X,D
(m)
X (−u))⊗V Γ(X,OX(u)). De´finissons τ
comme l’unique application D
(m)
X -line´aire D
(m)
X → D
(m)
X ⊗OX OX(−u)⊗V Γ(X,OX (u)) de´finie
par τ(1) = πiτ˜(1). En particulier, le conoyau de l’application suivante σ˜m est annule´ par π
i
D
(m)
X ⊗V Γ(X,OX (u))→ D
(m)
X (u).
Par construction, on a alors
σ˜m ◦ τm = π
iid
D
(m)
X
.
En dualisant (apre`s application de Hom
D
(m)
X
(.,D
(m)
X )) et en tensorisant par OX(s), on trouve
le diagramme suivant de D
(m)
X -modules a` droite
D
(m)
X (s)

 σm // D
(m)
X (u+ s)⊗V Γ(X,OX (u))
∗,
τm
oo_ _ _
et on a la relation
τm ◦ σm = π
iid
D
(m)
X
(s)
.
Conside´rons maintenant le diagramme commutatif suivant, pour n ≥ 1, t ≥ 0,
Hn(X,D
(m)
X,t (s))
//
at

	
Hn(X,D
(m)
X,t (u+ s)⊗V Γ(X,OX(u))
∗)

Hn(X,D
(m)
X (s)) b
// Hn(X,D
(m)
X (u+ s)⊗V Γ(X,OX (u))
∗),
avec b = Hn ◦ σm. Posons aussi c = H
n ◦ τm, de sorte que
c ◦ b = πiid
Hn(X,D
(m)
X
(s))
.
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On a choisi u pour que les deux termes de la colonne de droite du diagramme soient nuls, ce
qui implique que b ◦ at = 0 et donc, en composant avec c, que π
iat = 0. En passant a` la limite
inductive sur t, cela nous donne que, pour n ≥ 1 fixe´, πiHn(X,D
(m)
X (s)) = 0 et donc l’e´nonce´
de la proposition.
On en tire le corollaire suivant.
Corollaire 2.2.4. Soit M un D
(m)
X -module cohe´rent, alors ∀n ≥ 1, H
n(X,M) est de torsion
finie.
De´monstration. Puisque D
(m)
X est a` sections noetheriennes sur les affines, on peut proce´der
comme en 2.2.1 et M admet une re´solution D
(m)
X -line´aire de longueur ≥ N par des modules
sommes directe de modules du type D
(m)
X (s). En proce´dant comme en 2.2.1 et en utilisant le
meˆme argument de suite spectrale, on voit que les groupes Hn(X,M) sont de torsion finie
pour n ≥ 1.
Contrairement aux re´sultats de la partie 4 de [Huy97], nous ne pouvons pas donner d’e´nonce´
de finitude des sections globales de D
(m)
X . Cela vient du fait qu’on ne sait pas si Γ(X, gr•D
(m)
X )
est finie sur gr•Γ(X,D
(m)
X ) en ge´ne´ral. Sous les hypothe`ses (H), on a le re´sultat de finitude
suivant sur la cohomologie des S(m)(TX)-modules. Reprenons les notations de 2.2.1.
Proposition 2.2.5. L’alge`bre Γ(X,S(m)(TX)) est noetherienne. De plus, si E est un S
(m)(TX)-
module cohe´rent, pour tout n ∈ N, le module Hn(X, E) est de type fini sur Γ(X,S(m)(TX)).
De´monstration. Fixons un plongement projectif i′ : X →֒ Y = PNV tel que OX(1) = i
′∗OY (1).
Par hypothe`se (H), le faisceau S(m)(TX) est un C-module cohe´rent. Posons C
′ = S(m)(OaY ).
Alors le faisceau i′∗S
(m)(TX) est un C
′-module cohe´rent. Le morphisme i′ est fini, de sorte qu’il
suffit de montrer que C ′ = Γ(Y, C′) est une alge`bre noetherienne et que si F est un C′-module
cohe´rent, les modules Hn(Y,F) sont de type fini sur C ′. Remarquons que C ′ = S(m)(V a) est
une V -alge`bre de type fini (1.4) et est donc noetherienne. Par le meˆme argument de suite
spectrale et d’existence de re´solutions particulie`res que celui qui est utilise´ en 2.2.1, il suffit de
montrer que les modules Hn(Y, C′(s)) sont de type fini sur C ′ pour tout s ∈ Z et tout n ∈ N.
Or, par commutation de la cohomologie a` la limite inductive, on a
Hn(Y, C′(s)) ≃ C ′ ⊗V H
n(Y,OY (s)).
Comme les groupes Hn(Y,OY (s)) sont des V -modules de type fini, cela donne le fait que les
C ′-modules Hn(Y,F) sont de type fini pour tout C′-module cohe´rent F . C’est en particulier
le cas pour Γ(X,S(m)(TX)), qui est donc une alge`bre noetherienne.
Il s’agit de´sormais de passer au cas du sche´ma formel X .
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2.3 Passage au sche´ma formel
On suppose dans toute cette sous-section que X est un S-sche´ma ve´rifiant l’hypothe`se (H).
On commence par montrer que la cate´gorie des D̂
(m)
X -modules cohe´rents est engendre´e par les
modules du type D̂
(m)
X (−r) pour r ∈ Z. Cela correspond a` la proposition 3.5 de [Huy97]. La
de´monstration est identique et suit de 2.2.2.
Proposition 2.3.1. Soit M un D̂
(m)
X -module cohe´rent (resp. un D
†
X ,Q-module cohe´rent).
(i) Il existe r2 ∈ N, tel que ∀r ≥ r2, ∀n ≥ 1, H
n(X,M(r)) = 0.
(ii) Il existe (a, r) ∈ N2 et une surjection D̂
(m)
X -line´aire
(
D̂
(m)
X (−r)
)a
։M (resp. (a, b, r, s) ∈
N4 et une re´solution a` 2 termes D†X ,Q-line´aire
(
D†X ,Q(−s)
)b
→
(
D†X ,Q(−r)
)a
→ N → 0).
Comme corollaire, on en de´duit une re´ciproque a` 1.8.1. Reprenons les notations de cet
e´nonce´ en supposant seulement que le morphisme V → V ′ est fini et plat. Alors, on a
Corollaire 2.3.2. Si X est DX -affine, X
′ est DX ′-affine.
De´monstration. Soit M un DX ′-module cohe´rent. Il est clair que X
′ ve´rifie (H). Soit M un
DX ′-module cohe´rent. Ce module admet une re´solution de longueur arbitrairement grande par
des modules du type DX ′(−r)
a. Par le meˆme argument de suite spectrale qu’en 2.2.1, il suffit
de montrer que les modules DX ′(−r) sont acycliques pour Γ pour ve´rifier qu’il en est de meˆme
pour M. Or, DX ′(−r) = V
′ ⊗V DX (−r), et comme V → V
′ est plat, on a, pour tout n ≥ 0,
Hn(X ′,DX ′(−r)) = V
′ ⊗V H
n(X ,DX (−r)),
d’ou` l’e´nonce´ d’acyclicite´. De plus, le faisceau DX ′(−r) qui est obtenu par changement de base
a` partir de DX (−r), est engendre´ par ses sections globales comme DX ′-module. Comme le
foncteur Γ est exact pour les DX ′-modules cohe´rents, on dispose d’un diagramme commutatif
DX ′ ⊗Γ(X ′,DX′) Γ(X
′,DX ′(−r)
a) // //

DX ′ ⊗Γ(X ′,DX′) Γ(X
′,M)

DX ′(−r)
a // //M,
qui montre que M est engendre´ par ses sections globales comme DX ′-module.
A partir de maintenant, dans tout le reste de cette sous-section, on suppose que XK est
DXK -affine. Graˆce a` la proposition pre´ce´dente 2.3.1, on est ramene´ a` controˆler les groupes
Hn(X,D
(m)
X (s)), en vue de l’e´nonce´ d’acyclicite´. Dans la partie 3. de [Huy97], on utilise le
fait que les groupes Hn(X,D
(m)
X (s)) sont des V -modules de type fini de torsion pour n ≥ 1 et
s ∈ Z. La diffe´rence ici est que l’on n’a pas de proprie´te´s de finitude sur V , mais on sait que
ces groupes sont de torsion finie d’apre`s 2.2.3. Cependant, le lecteur pourra ve´rifier que dans
la partie 3 de [Huy97], seule la finitude de la torsion des groupes Hn(X,M) est utilise´e. Cette
proprie´te´ permet de ve´rifier des conditions de Mittag-Leffler pour les groupes de cohomologie
17
Hn(Xi,D
(m)
Xi
(s)) pour i variable, et permettent des passages a` la limite pour la cohomologie.
Le re´sultat suivant se de´montre comme la proposition 3.2 de [Huy97] compte tenu de 2.2.3.
Proposition 2.3.3. Soit M un D
(m)
X -module cohe´rent et M̂ = lim←−i
M/πi+1M. Alors
(i) ∀n ∈ N, Hn(X ,M̂) = lim
←−i
Hn(Xi,M/π
i+1M),
(ii) ∀n ≥ 1, Hn(X ,M̂) = Hn(X,M).
En particulier, pour n ≥ 1, Hn(X ,M̂) est un V -module de torsion finie.
A partir du (ii) de la proposition 2.3.1, on peut proce´der comme pour 2.2.4, ce qui donne
le re´sultat de finitude suivant
Proposition 2.3.4. Soit M un D̂
(m)
X -module cohe´rent, alors pour tout n ≥ 1, les groupes
Hn(X ,M) sont de torsion finie.
Donnons les conse´quences de ces re´sultats pour les D̂
(m)
X ,Q-modules cohe´rents. Soit N un
D̂
(m)
X ,Q-module cohe´rent. Comme l’espace topologique associe´ a` X est noetherien, il existe
d’apre`s 3.4.5 de [Ber96] un D̂
(m)
X -module cohe´rent M tel que N =M⊗V K. Soit maintenant
N est un D†X ,Q-module cohe´rent, d’apre`s 3.6.2 de [Ber96], il existe un D̂
(m)
X ,Q-module cohe´rent
N0 tel que
N ≃ D†X ,Q ⊗ bD(m)
X ,Q
N0.
Comme la cohomologie commute a` la limite inductive sur X , les deux propositions pre´ce´dentes
nous permettent de montrer les e´nonce´s suivants, en proce´dant comme en 3.5 de [Huy97] et
montrent la partie « acyclicite´ » de 2.1.
Proposition 2.3.5. Soit N un D̂
(m)
X ,Q-module cohe´rent (resp. un D
†
X ,Q-module cohe´rent), alors
∀n ≥ 1, Hn(X,N ) = 0,
Indiquons comment passer a` des e´nonce´s de D̂
(m)
X ,Q-affinite´ (resp. D
†
X ,Q-affinite´). Fixons
u ≥ max{r0, U} et reprenons les applications τm et σm pour s = 0 construites lors de la
de´monstration de 2.2.3. Comple´tons ces applications, tensorisons par OX (−u) et inversons π,
cela nous donne un diagramme
D̂
(m)
X ,Q(−u)

 bσm // D̂
(m)
X ,Q ⊗V Γ(X,OX(u))
∗,
bτm
oo_ _ _
et l’application sm = π
−iτ̂m est une section D̂
(m)
X ,Q-line´aire de σ̂m. On obtient une surjection
D̂
(m)
X ,Q-line´aire D̂
(m)
X ,Q⊗V Γ(X ,OX (u))
∗
։ D̂
(m)
X ,Q(−u). En utilisant la proposition 2.3.1, on trouve
ainsi l’e´nonce´
Proposition 2.3.6. Soit N un D̂
(m)
X ,Q-module cohe´rent (resp. un D
†
X ,Q-module cohe´rent), alors
il existe une re´solution a` deux termes D̂
(m)
X ,Q-line´aire (resp. D
†
X ,Q-line´aire) du type suivant(
D̂
(m)
X
)b
→
(
D̂
(m)
X
)a
→ N → 0
(
resp.
(
D†X ,Q
)b
→
(
D†X ,Q
)a
→ N → 0
)
.
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A partir de maintenant, D de´signe l’un des faisceaux D̂
(m)
X ,Q ou D
†
X ,Q, D = Γ(X ,D). Le
corollaire suivant ache`ve la de´monstration du the´ore`me.
Corollaire 2.3.7. Les foncteurs Γ(X , .) et D ⊗D . sont quasi-inverses et induisent une
e´quivalence de cate´gories entre la cate´gorie des D-modules a` gauche de pre´sentation finie
et la cate´gorie des D-modules a` gauche cohe´rents.
Soit M un D-module de pre´sentation finie et
Da → Db →M → 0
une pre´sentation de M . En tensorisant cette pre´sentation par D, on trouve une pre´sentation
Db → Da → D ⊗D M → 0.
En particulier, le module D ⊗D M est cohe´rent comme D-module a` gauche. Par acyclicite´ du
foncteur Γ(X , .) pour les D-modules cohe´rents, on trouve un diagramme dont les deux carre´s
sont commutatifs
Γ(X ,Db) // Γ(X ,Da) // Γ(X ,D ⊗D M) // 0
Da
≀
OO
// Db
≀
OO
//M
gM
OO
// 0.
Cela nous indique que la fle`che gM est un isomorphisme.
Partons maintenant d’un D-module cohe´rent M. D’apre`s la proposition pre´ce´dente 2.3.6,
il existe une re´solution
Db → Da →M→ 0.
Comme le foncteur Γ est exact, on peut proce´der comme pre´ce´demment pour voir que la fle`che
canonique D ⊗D Γ(X ,M)→M est un isomorphisme.
Une premie`re application de ce re´sultat est que l’on peut donner des proprie´te´s de finitude
des alge`bres de sections globales des faisceaux d’ope´rateurs diffe´rentiels D̂
(m)
X ,Q et D
†
X ,Q.
2.4 Structure des alge`bres de sections globales
On garde les notations de 2.3.7, en supposant toujours que X ve´rifie (H) et que XK est
DXK -affine. On a la proposition.
Proposition 2.4.1. Le faisceau D est un faisceau de D-modules plats a` gauche.
De´monstration. Soit I un ide´al a` gauche de pre´sentation finie. Partons d’une suite exacte de
D-modules a` gauche de pre´sentation finie
0→ I → D → D/I → 0, .
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On en de´duit un complexe exact de D-modules a` gauche cohe´rents, puisque le faisceau D est
cohe´rent
0→ Tor1D(D,D/I)→ D ⊗D I → D → D/DI → 0.
On peut donc appliquer le foncteur exact Γ, ce qui donne un diagramme dont tous les carre´s
sont commutatifs
0 // Γ(X , T or1D(D,D/I))
// Γ(X ,D ⊗D I) // Γ(X ,D) // Γ(X ,D/DI) // 0
0 // 0
OO
// I //
≀
OO
D //
≀
OO
D/I //
≀
OO
0,
et dont les 3 dernie`res fle`ches verticales sont des isomorphismes en vertu de 2.3.7. On en de´duit
que Γ(X , T or1D(D,D/I)) = 0 et, donc que Tor
1
D(D,D/I)) = 0 puisque ce module est cohe´rent.
Supposons maintenant que I est un ide´al a` gauche de type fini, alors il existe des ide´aux a`
gauche de pre´sentation finie, {Ii}i∈Ω formant un syste`me inductif et tel que
I = lim−→
i
Ii.
Comme le foncteur Tor1D(D, .) commute a` la limite inductive et que
D/I = lim
−→
i
D/Ii,
on trouve
Tor1D(D,D/I) = lim−→
i
Tor1D(D,D/Ii) = 0,
ce qui donne l’e´nonce´.
A partir des proprie´te´s de finitude des faisceaux D̂
(m)
X ,Q et D
†
X ,Q, on a l’e´nonce´ suivant pour
les sche´mas X ve´rifiant les hypothe`ses du de´but de la section.
The´ore`me 2.4.2. (i) La V -alge`bre Γ(X , D̂
(m)
X ,Q) est une V -alge`bre comple`te noetherienne a`
gauche.
(ii) La V -alge`bre Γ(X ,D†X ,Q) est une V -alge`bre faiblement comple`te cohe´rente a` gauche.
De´monstration. Compte tenu de 2.3.3, Γ(X, D̂
(m)
X ) est obtenu comme comple´te´ de Γ(X,D
(m)
X ),
de sorte que Γ(X, D̂
(m)
X ,Q) est uneK-alge`bre de Banach. L’alge`bre Γ(X ,D
†
X ) est limite inductive
(sur m) des alge`bres Γ(X, D̂
(m)
X ) et est donc faiblement comple`te, tout comme Γ(X ,D
†
X ,Q).
Montrons maintenant la noetherianite´ de Γ(X, D̂
(m)
X ,Q). Notons comme pre´ce´demment D =
Γ(X, D̂
(m)
X ,Q) et D = D̂
(m)
X ,Q. Soit I un ide´al de D et {Ii}i∈Ω un syste`me inductif d’ide´aux de
pre´sentation finie de D tels que
I = lim
−→
i
Ii.
introduisons Ii = D ⊗D Ii ⊂ D, qui forment une suite croissante d’ide´aux d’apre`s l’e´nonce´ de
platitude 2.4.1 pre´ce´dent. Comme le faisceau D est a` sections noetheriennes sur les affines, il
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existe i0 ∈ Ω tel que Ii0 = Ij pour tout j ≥ i0. Ce qui donne, en appliquant de nouveau 2.3.7
Ii0 = Ij pour tout j ≥ i0, et donc I = I0 est de pre´sentation finie et en particulier de type
fini. En ce qui concerne (ii), conside´rons un ide´al I de type fini de D = Γ(X,D†X ,Q), et J le
noyau d’une surjection Da → I. Ecrivons
J = lim
−→
i
Ji,
ou` {Ji}i∈Ω est un syste`me inductif de D-modules a` gauche de type fini. En tensorisant par
D, en notant Ji = D ⊗D Ji (resp. J = D ⊗D J), on trouve une suite exacte de faisceaux de
D-modules a` gauche
0→ J → Da → D ⊗D I → 0.
Comme le faisceau D est cohe´rent sur les ouverts affines, il existe i0 ∈ Ω tel que ∀j ≥ i0,
Jj = Ji0 . On conclut par les meˆmes arguments que pre´ce´demment que J = Ji0 , de sorte que
I est de pre´sentation finie.
Remarque : cet e´nonce´ permet de voir que si I est un D̂
(m)
X ,Q-module de type fini, alors
Γ(X , D̂
(m)
X ,Q ⊗D I) ≃ I dans 2.3.7.
3 Le the´ore`me de Beilinson-Bernstein arithme´tique
Tout est de´sormais en place pour le the´ore`me principal de cet article. Reprenons les
notations de 1. Le the´ore`me de Kempf de 1.6.4.2, ainsi que 1.7.1 entraˆınent que X ve´rifie
l’hypothe`se (H). Soit λ ∈ X(T ) et ρ la demi-somme des racines positives de G. Si λ + ρ
est dominant, le poids correspondant de l’alge`bre de Lie dλ + dρ est dominant (1.6.2).
Soit L(λ) le faisceau inversible associe´ a` λ. On peut donc appliquer le the´ore`me principal
de [BB81] et X est DX,Q(L(λ))-affine. Pour simplifier les notations, nous noterons dans la
suite D̂
(m)
X ,Q(λ) = D̂
(m)
X ,Q(L(λ)) (resp. D
†
X ,Q(λ) = D
†
X ,Q(L(λ))). Appliquons 2.1. On obtient :
The´ore`me 3.1. Soit λ ∈ X(T ) tel que λ+ ρ est dominant et re´gulier, alors X est D†X ,Q(λ)-
affine (resp. D̂
(m)
X ,Q(λ)-affine pour tout entier m).
On obtient de plus les re´sultats suivants sur les alge`bres de sections globales sous les
hypothe`ses du the´ore`me pre´ce´dent.
The´ore`me 3.2. (i) Pour tout entier m, la V -alge`bre Γ(X , D̂
(m)
X ,Q(λ)) est une V -alge`bre
comple`te noetherienne a` gauche.
(ii) La V -alge`bre Γ(X ,D†X ,Q(λ)) est une V -alge`bre faiblement comple`te cohe´rente a` gauche.
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